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SVD

Definicion de SVD

Sean m,n € Ny A € Mat(C, m, n). Una descomposicién en valores
singulares de A es una factorizacion

3k
Amxn = Umxm * Zm><n : Vn><n

donde U y V son unitarias y X es una matriz diagonal generalizada
de entradas reales tal que o;; = 0, para i # j. Si A solo tiene
entradas reales entonces la SVD se escribe:

A=UzVT

Como U y V* son de rango completo (por ser unitarias y por ende
invertibles), entonces r(A) = r(UXV*) = r(X). Por ende, el rango de
A (denételo r, esto es r(A) = r) sera el nimero de entradas no
nulas de la matriz X. La matriz A no tiene porqué ser defE@
completo.
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Reduccién de la SVD

SVD reducida

Sea A € Mat(C, m, n). La descomposicion reducida en valores
singulares de A esta dado por:

A=UZ3,V,

donde r = r(A), que corresponde al nimero de valores singulares
no nulos de A, que a su vez son los valores propios no nulos de
las matrices AA* y A*A.

Las matrices U,, X, y V; quedan definidas como sigue:

2|0
U=[U | Unsls V=1Vl Vo y z=(T%)
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Aproximacion de rango reducido

Sea A € Mat(C, m, n) tal que r(A) = r y sea rp un valor menor que r.
Considere la forma reducida de la SVD para la matriz A dada por:

A=UZV!

Y considere la matriz Ag = U,, 2, V;‘0
Donde las matrices U,, y V;; se definen de forma analoga a U, y

yE, = ( ZVo ‘ Zr0>< (r=ro) )
V,y 2, =
> (r—ro)xrg ‘ E(r—ro)x(r—ro)

Ay asi definida corresponde a la solucién de aproximar la matriz
de rango bajo de la matriz A, es decir, la solucién al problema de
minimizacion:

min ||A - X|?
r(X)<ry ” ”fro
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Representacion matricial de una imagen
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Primera aplicacion: reconocimiento facial

Esta aplicacion esta basada en el articulo:

Zeng G. (2007). Facial Recognition with Singular Value
Decomposition. In: Elleithy K. (eds) Advances and Innovations in
Systems, Computing Sciences and Software Engineering.
Springer, Dordrecht.
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Planteamiento

Suponga que se tiene N imagenes de rostros de tamafo m X n.
Cada imagen f; se puede reescribir como una matriz columna de
tamano mn x 1.

a0
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Planteamiento

De esta manera la matriz:
S =[fi,f,...,fy]

corresponde a una matriz de tamano mn X N. Asi, la i—ésima
columna de S corresponde a la i—ésima cara escrita como un
vector columna.

Considere el vector columna f, dado por:

f=

bﬁz

1
N :

—_

Este vector corresponde a la imagen promedio de S .
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Considere a; = f; — f paratodoi=1,2,...,N. De donde es posible
definir la matriz A de tamafno mn x N de la siguiente forma:

A =[aj,az,a3,...,ay]

Suponga que r(A) = r, donde r < N << mn. Al calcular la SVD de
A se tiene A = UXV*, donde U y V son unitarias y:

0 O o 0 0 0
x=|0 0 0 o 0
0O O 0 0 oN
0 108 0 0 - 10 ) TEC | feonoissivgy
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Las matrices U,.xmn Y VNxy SON matrices ortogonales de la forma:
U — [ulau2’ co W, Wy, e sumn]

v: [V13V27~-’Vr’vr+la--~7VN]

Donde u; y v; corresponden a los vectores singulares asociados al
valor singular ;. Ademas, como U y V son

1 sii=j 1 sii=j
T J i S J
i uj_{O Sii+#j Vi 'V {0 Sii#j

Por otro lado, A = ULVT = AV = UZ, de donde se deduce que:
AV,‘ = oiu;

donde o;u; = 0 paratodoi > r.
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Se tiene que {uj,uy, ..., u,} forma una base ortonormal del
espacio generado por las columnas de A.

En este caso, a cada vector u; con i < r se denomina cara-base
del subespacio de caras.

Note lo siguiente: cada uno de los elementos a; = f; — f se puede
ver como un elemento de R" el cual es un espacio vectorial. Y el
conjunto {u;,uy,...,u,}, es un conjunto de vectores ortogonales
de R es decir, el conjunto generado por esos vectores resulta
ser un subespacio vectorial de R™, el cual es el que llamaremos
subespacio de caras, y se construye a partir del conjunto de
imagenes de entrenamiento.
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El subespacio de caras

En este punto, se tiene que gen({u;,uy,...,u,}) €s un subespacio
vectorial del espacio de caras. Dada una cara nueva f, que se
representa como un vector de tamarno mn X 1 es posible proyectar
sobre el subespacio generado por U, el vector f — f.

Suponga que x = [x, x2, ..., x,]T denota las coordenadas del
vector proyeccion respecto a la base, dichas coordenadas pueden
ser calculadas por:

x = [uj,u,...,u]7(f - )

Luego se compara dichas coordenadas con las coordenadas de
los vectores de la base, es decir, se compara con las coordenadas
x;, donde:

X; = [u,u,...,u ] (E - 1)
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Validacién de una cara nueva

La distancia entre los vectores de coordenadas puede ser
considerada una medida de cercania entre la cara nueva y las
caras del conjunto de entrenamiento.

& = |Ix; — x|l»

entonces la cara f sera clasificada como el sujeto en la imagen f;
si g; cumple:

g = min{ey, &2,...,EN}
y & < &, donde gy es un umbral predefinido. En caso contrario f
sera clasificada como cara desconocida.
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Luego de ejecutar el algoritmo para las 36 caras se obtiene el
subespacio de caras:
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Ver programa
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Segunda aplicacion: Algoritmo GoDec

Esta aplicacion de basa en los resultados del articulo:

Zhou, Tianyi & Tao, Dacheng. (2011). Bilateral Random
Projections. 10.1109/1S1T.2012.6283064.
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Segunda aplicacion: Algoritmo GoDec

Resultado de GoDec

Este algoritmo realiza la siguiente tarea: Dado un video X con K
frame, en donde se tiene un conjunto de objetos en movimiento
sobre un fondo fijo, se pretende generar dos videos S y L de
manera que S contenga a los objetos en movimiento sin fondoy L
el fondo fijo pero sin los objetos en movimiento.
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Segunda aplicacion: Algoritmo GoDec

Formulacion matematica

Considere una matriz X de tamafo M x N y sean rg y ko valores
dados, tal que ry << 1(X) y kyp << Card(X), el problema queda
resuelto al encontrar la solucién del siguiente problema de
optimizacion:

min IX—L-S|7,
r(L)<rg; Card(S)<kg -
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Segunda aplicacion: Algoritmo GoDec

Analisis

El problema anterior pretende determinar Ly S talque X ~ L + S,
donde r(L) < rp y Card(S) < ko. Por lo que resolver el problema
anterior seria equivalente a resolver simultdneamente los
siguientes dos problemas:

m Determinar la matriz de bajo rango L de la matriz X — S.
m Determinar una matriz rala S de la matriz X — L.
El principal problema es la simultaneidad de los calculos.
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Primer problema

Matriz de bajo rango
Este problema esta resuelto gracias a la SVD. Recuerde que:

X = S)usv = UnxmZmxnVysy = UrEVy

donder=r(X-3S).
Por lo que determinar la matriz de rango bajo L de X — S, se
puede hacer como sigue:

L=Uy2,V;

donde ry < r.
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Segundo problema

Matriz rala o esparcida

Considere un operador de esparcidad de una matriz, denominado
. Para el cual se tiene lo siguiente: Dada una matriz X de tamafno
M x N y una constante ky tal que ko < M N, entonces:

P(X, ko) = Xk,

donde Xj, se obtiene de X dejando intactas las ko entradas mas
alejadas de cero y haciendo cero las restantes.
Por lo que:

S =P(X - L, ko)
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Algoritmo GoDec

Algorithm 1 GoDec Clasico

Input: k(), 1o, XM><N: €
Output: L, S

1: Lo:=X,S80:=0yxpn, t:=0
2. while Verdadero do

3 k=Nl

4: [UZ, V] =svd(X - S;1)
5. L :=Up-Zy - Vy

6: S;=PX - Ly kp)

7 Epi= X - L= SR /IXIR,
8. if|E;— E;i| < ethen

9: break
10: end if

11: end while
12: retornar L, S TEC Tecnoldgico
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Tratamiento de los datos:

Considere un video V con K frames, cada uno de tamafo m X n en
el cual se muestra un conjunto de objetos en movimiento sobre un
fondo fijo o inmutable. Considere la matriz X de tamano mn X K
construida como sigue:
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Tratamiento de los datos:
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Tratamiento de los datos:
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Tratamiento de los datos:

Resultados
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Principal desventaja de la SVD

El calculo de las SVD no es computacionalmente eficiente. Si bien
existen algoritmos iterativos que calculan o aproximan la SVD, el
célculo de dicha factorizacién es computacionalmente cara si se
hace por el método tradicional, con la diagonalizacién de matrices.
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Proyecciones bilaterales aleatorias

Suponga que se tiene una matriz densa L de tamafio m X n,
considere ademas las matrices, denominadas proyecciones
bilaterales, dadas por: Y| = LyA; y Y2 = LJA;, donde A; € R"™"y
A, € R™ entonces la matriz Ly puede ser aproximada por la
matriz de rango a lo sumo r:

L=1,(Alv) ¥F (1)
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Demostracion:

Si Ag tiene entradas aleatorias. Y sir(Ly) = r, entonces el
algoritmo en (1) cumple que L = Ly con probabilidad 1.

L=Y, Ay Y]

L = (LoA)(A] LoAD) (L A2)T
L = LoA{(ATLoA) AT Ly
ATL = ATLoA (AT LA AT Ly
ATL = (ATLoA)AT LA AT Ly
ATL = ATLy
AT (L-Ly)=0

L

En este punto se tiene dos posibilidades, o bien L = Ly o AzT cae

en el espacio nulo de (L — Ly)”, pues (L — Ly)T A, = 0, implicando

que A2T pertenece a un conjunto de medida cero, lo cual tiene
probabilidad cero de ocurrir. Finalmente se concluye que L = Ly gico
con probabilidad 1. PRI
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Por ahora se tiene que Ly puede ser aproximada por:
=1
L= A e

donde Y| = LoA; y Y, = L Az, y las matrices A} € R™"y

A, € R™ pueden ser escogidas aleatoriamente.

Los autores del articulo propone escoger dichas matrices con el
siguiente algoritmo para simplificar calculos:

Y1 = Lo(L{ Lo)A; (2)
Y2 = (L Lo)A (3)
Ay = LoA, (4)

De donde se tiene que: L se puede simplificar a:
L=(LQ)Q"

donde Q es OR = gr(Y>). PEC | Scdoaicq)
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Algorithm 2 GoDecProyecto
Input: k, r, q, Xpxn
Output: L, S
i i L[) = )(. S[) = Dm.xn,- to= 0
2: while Verdadero do

10: QR = qgr(Ys) )
1m: L= (L*Q)+QT
12: S‘f Z:‘PQ (IY_Lf)

, 12
8 ti=t+1 W B X~ Lf; Sl
4 L=X-8 1 X%,
5 Yy = randn(n,r) 14: if |E; — E,_1| < tol then
6: fori=l:q+1do 15: break
ré Vi=LxY; 16:  end if
2. Yo =LTxY; 17: end while
9 end for 18: retornar L, S
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