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Matrices por bloques

La idea es descomponer una matriz en submatrices para operar mas
eficientemente. Se busca organizar una matriz A,,x, de la forma:

A A ... Ay
A= S
Ay Agp o Ay,

de tal manera que ahora se tiene p bloques-fila y r bloques co-
lumna, y por ende A fue organizada como una “nueva” matriz de
“tamafio” p x r. Se debe satisfacer que para i fijo (1 < i < p) todas
las submatrices A;; (1 < j < r) tienen que tener la misma cantidad
de filas (no asi con el nimero de columnas). Reciprocamente, para
J fijo todas las submatrices A;; tienen que tener la misma canti-
dad de columnas (no asi con el nimero de filas). Evidentemente, la
representacién por bloques de una matriz no es unica.



-1 2 3 4 1
0 -2 4 1 1
A= -4 -2 1 0 5 3
1 2 20
-1 0 2 13 4|1
Al Ay Az An
0 3 1-214 11
A= 4 21 110 513 = | A1 A Az Ay
— Az1 Az Azz Az
1 3 2 20 31
-1 0 2 3 4|1
- -4 -2 1 0 53  \Aar Ay A
1 3 3 2 210



Definicién (Multiplicacién de matrices por bloques)

Sean A,,xn Y Bnxs matrices organizadas por bloques, de tal
manera que:

o A tiene p bloques-fila y r bloques columna.
@ B tiene r bloques-fila y ¢ bloques columna.

El producto AB por bloques de dichas matrices se define como la
matriz C' que tendrad p bloques-fila y ¢ bloques columna y tal que
su bloque ij (1 <17 <p, 1 <j <t) estd definido por:

,
Cij = Z Aik By,
k=1

siempre que el producto de bloques A;;By; esté bien definido para
todo % (esto es, el nimero de columnas del pimer bloque en dicho
producto debe coincidir con el nimero de filas del segundo bloque).
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Ejemplo
A

) 3x2

15
-2
8
27

20 12
11 1
-9 1
32 8

|



Preliminares

Rango de una matriz

Sea A € Mat(C,m,n). El rango columna de A es el nimero maxi-
mo de columnas que son linealmente independientes. Andlogamente
se define el rango fila.

Se demuestra que el rango fila y el rango columna siempre son igua-
les, y a ese valor se le denomina el rango de la matriz y se denota
r(A). Ademas,

0 <r(A) < min{m,n}

Si r(A) = min{m,n}, entonces se dice que A es de rango com-
pleto.



Preliminares

Propiedades del rango de una matriz

Q Sea A € Mat(C,m,n) y B € Mat(C,n,p), entonces
r(AB) < min{r(A),r(B)}.

@ Sea A € Mat(C,n). A es invertible si y solo si r(A4) = n, esto
es, A es invertible si y solo si es de rango completo.

@ Si A e Mat(C,m,n) y B € Mat(C,m), tal que B es
invertible, entonces: r(BA) =r(A).

@ Sea X € Mat(C, m,n) tal que o;; = 0, cuando i # j, esto es
>} es una matriz diagonal generalizada. Entonces el rango
de X es el niimero de entradas diferentes de cero que tenga .



Preliminares

Valor propio y vector propio de una matriz

Sea A € Mat(C,n). Un vector v € C", v # 0, se le llama vector
propio de A si existe un escalar \ tal que

Av=X v <= Mw—Av=0 <<= (A, —A)v=0

A ) se le denomina valor propio de A, asociado al vector propio v.

Note que A da lugar a una ecuacién matricial (A, — A) X = 0,
donde X, «1 es la matriz de las incégnitas. Asi, A es un valor pro-
pio de A si esta ecuacién tiene alguna solucién X # 0. Se busca
entonces que dicha ecuacién tenga soluciones no triviales, las cuales
daran origen a los vectores propios asociados a .



Preliminares

Teorema de Rouché-Frobénius

Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible si y solo

s r(A)zr(AfB).

Para el caso del sistema (A, —A)X = 0, si r(A\[, — A) = n,
entonces el sistema tiene solucién tnica y por ende no existe X # 0
que satisfaga el sistema. Por ende, \ es valor propio de A si y solo

sir(Al, — A) < n, y por lo tanto X es valor propio de A siy solo si
AL, — Al = 0.

Ecuacién y polinomio caracteristico

La ecuacién |\, — A| = 0 se le llama ecuacién caracteristica de A
y al determinante P(\) = |\, — A| se le denomina polinomio
caracteristico de A. Los valores propios de A son las raices de su
polinomio caracteristico.




Preliminares

Matriz diagonal

La matriz D € Mat(C, n) se le llama diagonal si D;; = 0 para
i # .

Matriz diagonalizable

Sea A € Mat(C,n). Se dice que A es diagonalizable si existe una
matriz () no singular tal que

A=QDQ ' — Q'AQ =D,

donde D es una matriz diagonal. Esto es, A debe ser semejante a
una matriz diagonal.
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Teorema

La matriz A € Mat(C, n) es diagonalizable si y solo si existe una
base para C™ formada por vectores propios de A.

Teorema

La matriz A € Mat(C, n) es diagonalizable si y solo si su
polinomio caracteristico tiene solo raices reales y para cada valor
propio A\, de multiplicidad k£ > 2, deben existir k vectores propios
linealmente independientes.

En caso que A sea diagonalizable, las columnas de () estan for-
madas por tales vectores propios y D contiene los valores propios
de A, ordenados de manera respectiva como los vectores propios
correspondientes fueron colocados como columnas de Q.



Ejemplo diagnonalizable
: . 3 . . .
Considere la matriz A = 1 . Su polinomio caracteristico es

1
3
P(A\) = (A —2)(\—4). Para A\ = 2 resolvemos:

-1 =1\ /xz\ (O

-1 —-1)\y/) \o
que genera —x —y = 0 <= y = —x. Por ende, podemos seleccio-
nar el vector propio (1, —1)T. Luego, con A = 4 resolvemos:

(6= )

que generax—y = 0 <= y = x. Luego, tomamos el vector propio

(1,1)T. Asi,
11 2 0
o= (4 3) =)



Ejemplo NO diagonalizable

1 2 -1
Considere A = |0 0 1 |, cuyo polinomio caracteristico es
0 -2 3

P(A\) = (A —1)2(\ —2). Analizamos el valor propio A = 1. Se debe
resolver el sistema:

0 -2 1\ [z 0 01 0\ [z 0
01 —1|ly]=[0] = (00 1][y]=]0
0 2 -2/ \z 0 000/ \z 0

El espacio propio asociado a A = 1 esta dado por {¢-(0,0,1) :
t € C} y por ende no es posible seleccionar dos vectores propios
linealmente independientes. Finalmente, A no es diagonalizable.
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Desventajas de la diagonalizacion

El proceso de expresar a A, en caso que sea posible, como QDQ ™!
en general tiene algunas desventajas:

o La matriz A tiene que ser cuadrada.
@ Los vectores propios de A usualmente no son ortogonales.

@ Usualmente no hay “suficientes” vectores propios.

La descomposicién de A en valores singulares evita dichos proble-
mas, comenzando porque dicha descomposicidn existe para cualquier
A € Mat(C,m,n).



Preliminares

Definicién de la transpuesta conjugada de una matriz

Sea m,n € Ny U € Mat(C,m,n). La transpuesta conjugada de
U se denotard U*, y satisface que:

¥ — g
Uj; = Uy

Si U solo tiene entradas reales, entonces U* = U™T.

Definicidon de matriz hermitiana

| A

Una matriz U € Mat(C, n) se le llama hermitiana o autoadjunta
siU =UT = U* (si es igual a su transpuesta conjugada).
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Producto interno en C
Sea V' un espacio vectorial sobre C, un producto internoen V x V

es una funcién
() VXV =F

que satisface para todo u, v,z € V' y para todo a € C lo siguiente:

0 (v,y) = (y,7) QO (z,z) >0
2 <Oél',y> :Oé<:L',y> 2] <l‘7x> =0 <<= =0
Q@ (z+y,2)=(z,2)+ (y,2)

De la definicién anterior se ve deduce facilmente que:

(T, y+2)=(z,y) +(z,2) y (z,09) =0(z,9)



Preliminares

Forma general de un producto interno en C"

La forma general de un producto interno en C™ se conoce como la
forma hermitiana y es tal que para u,v € C™:

(u,v) =v*Mu = u*Mov,

donde M es cualquier matriz hermitiana definida positiva y v* es el
conjugado transpuesto de v. Es comun seleccionar M = I, y, por
ende, usualmente se esribe: (u,v) = v*u.

Nota: La matriz M hermitiana se dice definida positiva si u*Mwu >
0, para todo u € C". Otra forma equivalente de definirla es que
todos los autovalores de M son positivos.



Preliminares

Conjuntos y bases ortogonales

Teorema

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre C, con producto
interno. Si S = {uy,...,un} es un conjunto ortogonal de vectores
no nulos de V', entonces S es un conjunto linealmente
independiente. De hecho, S es una base de V' (denominada base
ortogonal de V' y si, ademas, los vectores de S son unitarios,
entonces S es una base ortonormal de V).

v

Prueba: Tome i € {1,...,n}. La independencia lineal se tiene del
hecho que:

n
O:ch-ukéu;‘-():ci-(u;‘-ui):,\()zci-(ui,ui) =c =0
k=1



Preliminares

Teorema

Sea U € Mat(C,n) hermitiana. Si \ es un valor propio de U,
entonces A € R.

Prueba: Sea v € C™ un vector propio de U (v # 0, por definicién)
asociado a A. Note que:

A v,y = (v, v) = (v,Uv) = (Uv)'v=0v"U%
= v'Uv= (Uv,v) = (Av,v) =X (v,v)

Asi, (A —X) - (v,v) = 0, de donde X\ = X y de ahf se tiene el
resultado.



Teorema
Sea A € Mat(C, m,n), entonces AA* y A*A son hermitianas.

Prueba: Basta ver que (AA*)* = (A*)*A* = AA*.

Teorema

Sea A € Mat(C, m,n). Los valores propios de A*A 'y de AA* son
no negativos.

Prueba: Sea )\ valor propio de A*A (el otro caso es similar) y v un
vector propio asociado a A. Como A* A es hermitiana, sabemos que
A € R. Luego,

A-{v,v)y = (v, ) = (v, A"Av) = (A" Av)* v = v A% Av
= (Av)"Av = (Av,Av) >0

Asi, - (v,v) >0, de donde A > 0.
I



Preliminares

Teorema

Sea U € Mat(C, n) hermitiana. Si \; y A2 son autovalores de U,
tales que A1 # Ao, y v1 y vo autovectores asociados a A y Ao,
respectivamente, entonces v; | wvs.

Prueba: Basta ver que:

A1 (v,v9) = (A, ve) = (Uvy,ve) = vsUv1 = v5U 0y
= (Uv)*v1 = (v1,Uva) = (v1,Aav2) = Ag (v1,v2)
= A2 (v1,v2)

ASII, (/\1 — )\2) '<Ul, 112> = 0, de donde U1 1 V3.



Preliminares

Definicién de matriz unitaria
Sean € Ny U € Mat(C,n). Se dice que U es unitaria si

ur-v=1,=U-U"

Esta condicién implica que una matriz U es unitaria si U~! existe
yU 1l =U*

Teorema

Sea U € Mat(C, n). U es unitaria si y solo si sus vectores
columnas forman un conjunto ortonormal con el producto escalar
complejo usual.
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Prueba: Sea U = (Cy C5 ... C,). Note que:

c Ci:Cy CiCy ... CiCh
Cx csCcy CxCy ... C3C,
v o= | @ o= 2 T ?
cr C:Ci CiCy ... C*Ch
(C1,C1)  (Co,C1) ... (Cn,Ch)
e (en) . (G
<Cl7 Cn> <027 Cn> v <Cn7 Cn>
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De lo anterior se concluye que:
U unitaria << U*'U =1,
(C1,Cy) =0 s i#)
<
(Ci,C) =||Cil?P=1 si ie{l,...,n}
Esto finaliza la prueba.

Por lo tanto, las columnas de una matriz unitaria U, «,, forman una
base ortonormal de C™ con respecto al producto escalar usual, y U
es de rango completo.



SVD

Definiciéon de SVD

Sean m,n € Ny A € Mat(C, m,n). Una descomposicién en
valores singulares de A es una factorizacion

donde U y V son unitarias y 3 es una matriz diagonal generalizada
de entradas reales tal que o;; = 0, para ¢ # j. Si A solo tiene
entradas reales entonces la SVD se escribe:

A=UxvT

Como U y V* son de rango completo (por ser unitarias y por ende
invertibles), entonces r(A) = r(UXV™*) = r(X). Por ende, el rango
de A (dendtelo r, esto es r(A) = r) serd el nimero de entradas
no nulas de la matriz 3. La matriz A no tiene porqué ser de rango
completo.



i Qué forma tienen dichas matrices?

Suponiendo que dicha factorizacién existe para toda matriz A €
Mat(C,m,n), se analizard qué forma deben tener las matrices U,

YyV.
« _ (%0 0
= = (v ), (5 o)
mxn nxm
o2 0 0 0
o . 0 .0
¥2 0
— 2 _ r
= 0 0 o: .0 —<0 0>
. mxXm
: -0
0 0 O .0

mxXm



i Qué forma tienen dichas matrices?

Por otra parte,
A=UXV" = A"=VY'U"= AA* =UXV*'VE'U*
= AA* =UXY'U* = AA'U =UXY”

Note que la igualdad anterior nos da una diagonalizacién de AA*.
En efecto, si llamamos u; a las columnas de U, entonces de la dltima
igualdad tendriamos que

AA*UJ' :O'JZ-UJ', Vj = 1,...,m

Por lo tanto, las columnas de U corresponden a vectores propios de
AA* (asociados a los valores propios 0']2- de AA*). A los o; se les
denomina valores singulares de A.



i Qué forma tienen dichas matrices?

Algunos hechos:

e Como AA* es hermitiana, entonces los o2 son reales y no

J
negativos.

@ Los valores singulares no nulos de A se organizan de manera
decreciente: 01 > 09 > ... > 0, > 0 y se ordenan de la
misma forma en la diagonal de X.

@ El vector propio u; (normalizado) asociado al valor singular
o;, se coloca como columna ¢ de la matriz U.



i Qué forma tienen dichas matrices?

Algunos hechos:

@ Las dltimas m — r columnas de U se toman del nicleo de A*,
esto es, se determinan m — r vectores ortonormales a partir del
sistema A*u = 0. De esta manera w1, ..., Up, Ups1,- -, Unm
forman una base ortonormal para C™. A estos vectores se les
suele llamar vectores singulares por la izquierda.

@ Con respecto al punto anterior, en realidad deberia resolverse
AA*u = 0 (es decir, analizar el nicleo de AA*), sin embargo,
note que Ker(A*) C Ker(AA*). Por ello es suficiente con
construir una base ortonormal para Ker(A*).



i Qué forma tienen dichas matrices?

Nétese que la construccién pudo haberse hecho asi:
A=UXV" = A"=VY'U" = A"A=VX'UUZV*
= ATA=VI'YV* = A*AV = VY'Y

Por lo tanto, las columnas de V' corresponden a vectores propios de
A*A. Las columnas de V, pensadas como vectores de C™ generan
una base ortonormal para este espacio y se conocen como vectores
singulares por la derecha de A.

o AA* y A* A tienen los mismos valores propios no nulos, por
ende no hay ambigliedad en cédmo se empiece.

@ Conviene elegir a A*A o AA*, segun cual sea de menor
tamano, asi el polinomio caracteristico es de menor grado.



i Qué forma tienen dichas matrices?

@ Para construir la matriz V' si se tiene a U note que
A=UXV*= A*=VX*U* = A*U = VX*. Asi,
A*uj = ojv;. Por lo tanto, para los o; # 0,
1 <j < min{m,n}, se tiene:
1, :
v; = —A"u; < son ortogonales, pero hay que normalizar
o
J
Si ya se tienen todos los vj, listo. Si no, se busca una base
ortonormal de Ker(A) y se agregan para formar a V.

o Para construir la matriz U si se tiene a V' note que
A=UXV* = AV = UX. Asi, Av; = oju;, de donde

1 .
uj = —Av; < son ortogonales, pero hay que normalizar
o
J

Si ya se tienen todos los u;, listo. Si no, se busca una base
ortonormal de Ker(A*) y se agregan para formar a U.



Ejemplo #1

0 2 0 2
A=[0 o :>A*A:<g 8 8) 0 0 =<8 2)
00 0 0
Se calcula P(\) = |A*A — AI3| = A(A—4). Por ende, el tnico valor
singular no nulo de A es 0y = 2y asi r = 1 (cantidad de valores
singulares no nulos). Asi,

2 0
=10 0
00
4r =0
Ahora resolvemos A*Av = 4v <+ . Por lo tanto,
4y = 4y

puede tomarse v; = (0 1)T.



Ejemplo

Ahora, para las restantes n — r columnas de V se se resuelve Av =
x
0 <= A <y> =0 < y =0 Az € R. Por ende puede tomarse

vy = (1 0)T. Ahora se contruyen las m = 3 columnas de U. Para
determinar la columna asociada al tnico valor singular no nulo:

0 2 1
1 1
UlzfAU1:>* 0 0 <O>: 0

o1 2o o/ \! 0

Para las dos restantes se toma una base ortonormal del nicleo de
A* (esto es suficiente porque Ker(A*) C Ker(AA™)):

00 0\ ("
A'u=0 <2 0 0> y| =0 <= z2=0,yeR, z€eR
z

Asi, puede tomarse us = (0 1 0)T y ug = (0 0 1)T.



Ejemplo #2

Finalmente,
1 0 0 20 01
A=UXV*=10 1 0 0 0 <1 0)
0 0 1 0 0
Ejemplo #2
3 2
32 2 . (32 2 (17 8
A_(Q 3 —2>$‘4A _<2 3 —2> ; _32 _<8 17)

Se calcula P(\) = |AA* — Aa| = (25 — A)(9 — A). Por ende, los
valores singulares no nulos de A son 01 =5y o9 =3y asir =2.

Luego,
5 0 0
= <0 3 0>



Ejemplo #2

Ahora resolvemos AA*u = 25u <= { Zii . Por ende pue-

de tomarse u; = %(1 )T, Similarmente, AA*u = 9u <+
y=-= _1(1 _1)T
{ y=—a " De donde, ug = ﬁ(l 1)*. Por lo tanto,

1 1
=L
V=1 (1 —1)
Ahora construimos las dos primeras columnas de V' usando v; =

1 A%, ..
JjA uj:



Ejemplo #2

Similarmente:

1

3 2 1 1 3V2

1 — 1 [ _ 3| =L
2754 Z 32 <_1>_5¢§ 41 =5 |32
- 22

3

Para obtener v3 resolvemos

3 2 2

x
9 3 _2> y| =0 <= y=—z, 2R, z€R

Av=0 < <

Por lo tanto, podemos tomar vz = %(1 -1 1T



Ejemplo #2

En resumen,
11 1\ T
1 1 5 0 0 V2 3V2 V3
* V2 V2 1 =1 =1
A=UZV" = <1 _1> <0 3 Q> VZ 32 V3
V2 V2 0 2v2 1
3 V3
Ejemplo #3
-2 1 1 2 10 -6 0 O
2 1 1 -2 . |6 10 0 0
A=11 01 1|7 =10 0 10
1 1 -1 1 0 0 0 4

Se tiene que P(\) = (4 — A)3(16 — \).



Ejemplo #3

Por lo tanto,
4 0 0 0
0200
X = 00 20
0 0 0 2
Con 02 = 16 queda y = —, =0, w=0yx € R. Podemos
tomar u; = %(1 -1 0 O)T Para 03 = 4 queda y = z vy

z,z,w € R. Podemos tomar 3 vectores ortonormales del espacio
propio respectivo.

us =

<

no

I

S
S O ==
O = O O
—_ o O O



Ejemplo #3

1
Usamos nuevamente la férmula v; = —A*u;:
o

_1 * _1 * _ (=1 1 \T
Ovl—aAul—zAul—(WOO—z)
9v2=iz‘ﬁuQ:lA*uz:(OL L o7

09 2 V2 2
Q v = - Afug = Aty = (L =1 1 LT

o3 9 2 2 2 32
°U4:iA*U3:1A*U4:(l L2l hyr

o4 9 2 2 2 2
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Reduccidon de la SVD

Considere la descomposicién en valores singulares de A dada por:

nn’

y, como antes, r = r(A) = r(X), que para X corresponde al nimero
de entradas no nulas (o el nimero de valores singulares de A no
nulos, contando multiplicidades). Denotemos a U por

U= [u1,u2, ..., U, Upt1y-..,Un)

donde u; es un vector que denota a la i—ésima columna de U, y por
ende u; € C™. En funcién de lo anterior, adoptemos la notacién por
bloques:

U= [Ur ’ Um—’r‘}v

donde U, es una matriz de tamano m X r y U,,—, es de tamano
m X (m—r).



Reduccidon de la SVD

Andlogamente, escribimos V' = [V,. | V;,_,|, donde V, es una matriz
de tamafo n x r 'y V,,_, es de tamafio n x (n —r).

Posteriormente, usamos la siguiente representacion por bloques de
la matriz X:

Y < %10 > _ ( (ZT)TXT ‘ Orx(nfr) >
010 /i \ Omryxr [ Oim-r)x(n-n)
donde ¥, corresponde a una matriz diagonal cuadrada, cuya diago-
nal contiene los r valores singulares no nulos de A.

Ahora procedemos a realizar el producto UX V™, usando los bloques
correspondientes.




Reduccidon de la SVD

Primero note que:

— [(UT)mXT ‘ (Um—r)mx(mr)]( (E’I“)TX’I’ ‘ Orx(n—r) >

O(mfr)xr ‘ O(mfr)x(nfr)
= [<U7’ET)m><r lomx(n—r)]

(v

)TX’VL

A = USV* = [(US) s | O nn)
(V'f;k—'f)(nfr)xn

= U3V}



Reduccidon de la SVD

SVD reducida

Sea A € Mat(C,m,n). La descomposicién reducida en valores
singulares de A estd dado por:

A= UTETV;*,

donde r = r(A), que corresponde al nimero de valores singulares
no nulos de A, que a su vez son los valores propios no nulos de las
matrices AA* y A*A. Las matrices U,, ¥, y V,* son como se
definieron previamente.

v

Esta descomposicién es la que normalmente se aplica en la practica.
Entendiendo que al hacer la reduccién se pierden propiedades sobre
las matrices. Por ejemplo, las matrices U y V' en la descomposicidn
completa son unitarias, sin embargo, U, y V,. no necesariamente lo
son (ni siquiera tienen porqué ser cuadradas).



Reduccidon de la SVD

Si visualizamos a U, como una matriz de 1 bloque-fila y 1 bloque
columna (es decir, un tnico bloque, la matriz total) y a 3, como de
1 bloque-fila y 7 bloques-columna, entonces:

Uil ui2 ... Uip 01 0 ce 0
u21 U929 ce. U9y 0 g2 | ... 0
Urzr =

Unl Um2 - Umr/) | 0]10]|... o Iscr
g1uU11 o2U12 | ... | OrlUly
o1U21 o2U22 | ... | OrU2y
O1Um1 | 02UMm2 | -+ - | OrUmyr 1xr

= [01u1 | o2U2 ’ e | JTUT]er



Reduccidon de la SVD

Ahora, note que V" es de dimensién r x n pues V' tiene tamafio
nxr. Si denotamos a V' por su columnas como V' = [v1, v, ...,v,],
entonces V¥ puede ser visualizada como una matriz por bloques de
r bloques-fila y 1 bloque-columna. Es decir,

Y1
*
U
2
*
Ve = :
*
Ur rx1
*
v
Por ende, i
* Ua
Urzr‘/r = [01u1 ‘ g2Uu9 ’ e ’ UTUT]IXT .
*
Ur rx1

= ouv] + o2ugvy + . .. + opuv;



Ahora una aplicacion...



