INsTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA

Proy \LEM
Matematica para |3 ia Media

. Cdlculo 1 .
Primer examen parcial

TIEMPO MAXIMO DISPONIBLE: 3 HORAS
SABADO 22 DE ABRIL DE 2023 VALOR: 50 PUNTOS

Instrucciones Generales:

1. Lea cuidadosamente cada instruccién y pregunta antes de contestar.
2. Esta prueba consta de dos partes: Respuesta Corta (8 puntos) y Desarrollo (42 puntos).

3. En la parte de desarrollo deben aparecer, de manera clara y ordenada, todos los procedimientos
que justifiquen correctamente la solucion y la respuesta de cada uno de los items.

4. Escriba con boligrafo de tinta indeleble azul o negra.No proceden reclamos sobre pruebas escri-
tas con lapiz o que presenten alguna alteracién. Si algtin procedimiento esta desordenado, no se
calificara.

5. El trabajo durante la prueba debe ser individual. No se permite el uso de apuntes, teléfono celular
ni otros dispositivos electronicos. Ante un intento de fraude la persona aplicadora de la prueba le
llamara la atenciéon una unica vez y de persistir la conducta le retirara la prueba y se asignard 0
como calificacién.

6. El examen debe ser resuelto en los documentos que se brindan para tal efecto. No se permite el
uso de hojas adicionales.

7. Puede utilizar calculadora cientifica no programable.

Nombre completo:

Codigo de MATEM:

Nombre del colegio:



I PARTE: RESPUESTA CORTA. Valor: 8 puntos.

Considere la representacién grafica de la funcién f: R — {4} - R

Y

Consteste en el espacio correspondiente lo que se le solicita:

1. [2 puntos] Determine si hay un nimero real k para el cual lim f(z) existe pero HI?, f(z) no

r—kt

existe. Justifique su respuesta.

Solucion:

Note que para k = 4 se cumple que

» lim f(z) =6, es decir, lim f(z) existe

r—4+ z—4t
» lim f(z) = —o0, es decir, lim f(x) no existe
T—4~ T4~

Por lo que, existe k = 4.

2. [1 punto] Hallar el valor de HII(I) A fx).

Solucion:

lim \/f(z) = V3



3. [2 puntos] Justifique si la funcién f es continua en z = 6. En caso de no ser continua clasifique
la discontinuidad como evitable o inevitable.

Solucion:

Note que la funcién en z = 6 no es continua, ya que se presenta una discontinuidad evitable porque
h’rrfli f(z) =6, pero f(6) = 3 por lo que h'n% f(z) # f(6)

4. [3 puntos] Indique cudles son las ecuaciones de las asintotas de la funcién f. Justifique, usando
limites, la respuesta.

Soluciodn:
Ecuacién de una asintota vertical es x = 4, ya que lim f(x) = —o0
r—4~
Ecuacién de la otra asintota vertical es x = 8, ya que h’rn+ f(z) = —o0
z—8

Ecuacién de la asintota horizontal es y = 4, ya que lim f(x) =4
Tr—>—0



II PARTE. DESARROLLO. Valor: 42 puntos.
INSTRUCCIONES: Resuelva cada uno de los items planteados de forma clara y ordenada. Debe indicar
todo el procedimiento que justifique la respuesta.

1. Calcule, si existen, los siguientes limites. No puede utilizar la regla de L’Hopital.

N N 1
a) [4 puntos] lim ’ ;/E i

Solucioén:

5 2_95 1
lim N ;/5—1—

~ F.I %

Tome la sustitucién v = /x entonces u®> = x y u — 1, asf se tiene que

V2 —29z+1

lim .
rx—1 T — ZL'3
2
out—2u+1
= lim
u—1 T,L5 — U3
2
, (u—1)
= lim

TR Clt
u—s1 3 (u— 1) (u+1)

5/ 2 5

. . Vrt =29z + 1

Finalmente, lim f =
x—1 T — x3

0




. V84 cz—2
b) [3 puntos] hH(l) ——————— con ¢ # 0 una constante real.
Z—> z

Solucion:

. 8 +cz—2
im ———
z

z—0

~ BF.I: %

(W—Q)(S (8+CZ)2+2W+4)
2(3 (8+CZ)2+QW+4)

= lim

z—0

, 8+ cz—8
= lim

z—0
z(3 (8+cz)2+2\3/m+4)

, cz
= lim

z—0 .
2(3 (8+cz)2+2m+4)

= lim ¢

08+ c2)F + 2985z + 4
. C

12

8+ cz—2 c

Finalmente, im —— = —
z—0 z 12



2
., —y*+T7y—10
¢) [3 puntos] }JI_)II% 23y —13

Solucion:

Primero note que como y — 5 entonces |2 — 3y| = 3y — 2

Luego, se tiene que

2
. =2+ Ty —10 o
1 F.I. 0
vos 2—3y[—13 0
. =y +Ty—10
= 111m
y—5 Jy—2—13
y—5 3y — 15
—(y—5)(y—2
i (y—5)(y—2)
=5 3(y—5H)
= (y—2)
=1
yl—% 3
=1
—y+ Ty —10

Finalmente, lim =—1

y—5 |2 —3y| —13



d) [5 puntos| lim feifz

w2
Solucion:

,  senx
lim —— ~ F.I: %
zor ] — L2

T2

senx

222
2

= lim

XT—>T

. msenx
= lim ———
zom T2 — 2

i m2sen x
= lim
e (T —x) (7 + )

Tomando la sustitucién w = m — z se tiene que w — 0y x = m — w, por lo que

i m2sen x
fm
aor (T —x) (7 + )

) m2sen (m — w)
= lim
w=0 (T — 7 4+ w) (T + 7 — w)

, 72 (senT - cosw — cosT - senw)
= lim
w—0 w (27 — w)

m2sen w

T
2
) ,  senz 7
Finalmente, lim —— = —
zom ] — x_z 2
s



, w3 +1
e) [2 puntos] yl—lgloo R

Solucion:

Y+1
y—+o0 4 — 3yl o

N 1
7T —_—
= lim 3Y
y——+00 i—?)
3y
T
3

341
Finalmente, lim AT
y—+oo 4 — 3yt 3



3/03 _ 2 _ -1
f) [4 puntos] lim VY Y=V =By
Yy—>—00

|y
Solucién:
S/ — 2 _3y—1
lim \/y ] \/y y ~ F.I: %
Yy—>—00 |y|
o 7 08) 7y (22 0)
im
Yy—>—00 —y
. Y1+ =yl 1 -2~ 5
= lim
Yy—>—00 —y
. Y1+ y 1 -2 —
= lim
Yy—>—00 —y
o PG
Yy—>—00 —y
1 3 1
(e e
Yy—=>—© Y y oy
= -2

/Y3 — 2-3y—1
Finalmente, lim \/y +Y \/y Y = -2

Y0 Y]



JT—2

— definida en su dominio maximo.
—x?+br—4

2. [7 puntos] Considere la funcién f(z) =

Analice la continuidad de f, indicando los intervalos donde es continua y los puntos de disconti-
nuidad. Ademas, clasifique las discontinuidades como evitables o inevitables.

Solucion:

JI—
. . . _x2 + 5'%’ "N 4 . 7 . . . .
sus respectivos dominios, por lo que f es una funcién continua en su dominio Dy, es decir, en

D¢ = [0, +oo] — {1,4}.

Ahora analicemos las discontinuidades en z = 1y x = 4:

Note que la funcién f(z) = estd formada por el cociente de funciones continuas en

»m Paraz =1
1

) Vo —2 _
i ey S )

Asi realizando limites laterales se tiene:

im ———— = 4 ~ Forma: =%

r—1— —12 + 5.1: — 4 0
Vo —2

Iim ———— = — ~ Forma: =%

o1+ —x2 + b — 4 o+

Por lo que en z = 1 se presenta una discontinuidad inevitable.

s Paraz =4

L ~ FI: 20

alcgl}l—x2+5x—4 0
-9 E+)
o—d (—x? + b —4) (y/x + 2)

— lfim r—4

2o (—z +4) (- 1) (v + 2)

, r—4
_ilﬂ(x—zl)(_xﬂ)(ﬁm)
= lim 1

e—d (—x 4+ 1) (Vo +2)
_ .t

12

Por lo que en x = 1 se presenta una discontinuidad evitable.

10



3. Determine la derivada de la funcién cuyo criterio se indica en cada caso. No es necesario que
simplifique.

cos (mx)

a) [4 puntos] f(z) = T oiPtar

Solucioén:

!/

(cos ()" (1 - 6x2+3”) — cos (7z) - (1 — ex2+3~’0)

(1— 612+3m)2

f'(x) =

—sen (1x) - (7x)" - (1 — e$2+3x) — cos (mz) - —e* T3 . (22 + 3x)

(1 _ €x2+3x)2

—7 - sen (mz) - (1 = e””2+3$> + (22 + 3) - cos (mx) - 3

(]_ _ ex2+3x)2

11



b) [3 puntos] g(z) = 4/tan (—2x + 1) — 2%

Solucion:

g’(ar) = ( tan (—2;1; + 1))I _ (232)/

= % (tan (—2x + 1))71/2 (tan (=22 + 1))’ =257 - In2- (3z)'

1
- -sec® (<22 + 1)+ (=22 +1)' =2 - In2-3
24/tan (—2x + 1)

- _ sec? (=2z+1) 3In2 .23
tan (—Qx + 1)

12



4. [3 puntos] Considere la funcién f, definida por f(x) =  —senz — cosz en [0, 7]. Pruebe, usando
el teorema de los valores intermedios, que existe al menos un niimero real ¢ tal que f(c) = 0.

Solucion:

Note que la funcién f(z) = x —senz — cosx es una funcién continua en [0, 7] ya que es la suma
de funciones continuas en R.

Particulamente, al determinar

f(m)=m+1
f0) = -1

Se tiene que f(m) # f(0) y ademds, 0 € |—1, 7 + 1] entonces por el teorema de los valores inter-
medios, existe al menos un c real, ¢ € 0, 7[ tal que f(c) = 0.

13



5. [4 puntos] Considere la grafica de la funcién f y la recta tangente a esta en el punto (—1,4).

Determine h'(—1), si h(z) = x - f(z) + 22

Solucién:

Al calcular h'(x) se obtiene

Luego, h/(—1) es

W(=1) = f(=1) +-1-f(=1) =2 (2)

De acuerdo con la gréfica se tiene que f(—1) =4

Ademas, f'(—1) corresponde a la pendiente de la recta tangente de la funcién f en el punto (—1,4),
en este caso la recta tangente pasa también por el punto (0,2), entonces la pendiente de la recta
corresponde a

Asi, se tiene que

14



