INsTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA

Proy \LEM
Matematica para |3 ia Media

Calculo I -
Segundo examen parcial

TIEMPO MAXIMO DISPONIBLE: 3 HORAS
SABADO 17 DE JUNIO DE 2023 VALOR: 55 PUNTOS

Instrucciones Generales:

1. Lea cuidadosamente cada instruccién y pregunta antes de contestar.

2. Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer, de manera clara y ordenada, todos
los procedimientos que justifiquen correctamente la solucién y la respuesta de cada uno de los
enunciados.

3. Escriba con boligrafo de tinta indeleble azul o negra. No proceden reclamos sobre pruebas escritas
con lapiz o que presenten alguna alteracion. Si algin procedimiento esta desordenado o ininteligible,
no se calificara.

4. El trabajo durante la prueba debe ser individual. No se permite el uso de apuntes, teléfono celular
ni otros dispositivos electronicos. Ante un intento de fraude la persona aplicadora de la prueba le
llamara la atencién una tnica vez y de persistir la conducta le retirara la prueba y se asignara 0
como calificacién.

5. El examen debe ser resuelto en los documentos que se brindan para tal efecto. No se permite el
uso de hojas adicionales.

6. Puede utilizar calculadora cientifica no programable.

Nombre completo:

Codigo de MATEM:

Nombre del colegio:



DESARROLLO. Valor: 55 puntos.
INSTRUCCIONES: Resuelva cada uno de los items planteados de forma clara, completa y ordenada.
Debe indicar todo el procedimiento que justifique la respuesta.

d
1. [4 puntos| Si y = arcsen ({/Iog (e7* +In 2)), determine %

Solucion:

y = (arcsen (\3/1083 (e* +In 2)))/

= ! - ({/log (e7 +In 2))I

\/1 = ({’/Iog (e +In 2))

1 1 -2

- (log (6™ +1n2))? (log (e~ +In?2))’
\/1 — <\3/10g (e +1In 2))

—2
24+ 1In2))% 1
— (10g (6 + n )) - . (eiw + ln 2) ln 10 (672 + ln 2)/
3\/1 — ({/log (e +1In 2))
_ (log (e7* + In 2))%2 -

3In10 (e~ + In2) \/1 — (Vlog (e +1n 2))2



2. [4 puntos] Considere la curva C' de ecuacién y? = In (z + y). Determine la ecuacién de la recta
tangente a C' en el punto (1,0).

Solucion:

Primero se debe derivar de forma implicita la curva:

(¥») = (In(z +y))

1
= 2yy = r+y)
vy x+y( y)
1
=y = —— (1 + ¢ 1
vy ery( y) (1)

Ahora, como el punto (1,0) es un punto de la curva C' y la recta tangente pasa por ahi, se tiene
que al sustituir el punto en la ecuacién (1) se obtiene:

1
2:0-y=——(1+79y
v=1r00+y)
=0=1+7v
=—-1=1y
Luego, la ecuacion de la recta tangente buscada corresponde a:

y—0=—-(z-1)=y=—a+1



3. [4 puntos] Verifique que la funcién f de ecuacién f(z) = (1 + z)e”, satisface la igualdad

f"(@) = 2f"(x) + f'(x) = 0.

Solucion:

Se deben determinar las derivadas f'(z), f"(x), f"(x), esto es:
f'(z) =€+ (1 +x)e”

= f'(z)=€e"+e"+ (1 +2)e" =2e" + (1 + z)e”

= f"(z) =2¢"+ " + (1 +x)e” = 3e” + (1 + x)e”

Luego,

f"(x) =2f"(x) + f'(x) =3e" + (1 + x)e* —2(2¢" + (1 + x)e”) + " + (1 + x)e”
=3¢+ (1 +x)e” —4e” = 2(1 + x)e” + e* + (1 + x)e”
=0



d
4. [3 puntos] Si y = 2°"* con x > 0, determine d_y
x

Solucion:

Se debe realizar derivacién logaritmica, para esto es necesario reescribir la expresién

senx

Yy=2x

Como,

senx

Iny =Inz™"" = Iny =senx - Inx

Ahora se debe derivar de forma implicita respecto a x:

1 dy 1
Iny =senr-lnx = - -— =cosz-Ilnx+senz - —
y dx x
dy senx
== —=y<cosa:-lna:+ )
dx x
dy con senw
= = (cosx-lnx—i— )
dx x



5. Considere la funcién f definida por f(r) = —2® + 4z + 3 en [a,0], con a < 0.
a) [1 punto] Enuncie el Teorema de Rolle.
Solucién:

Teorema de Rolle: Si f es una funcién continua en [a, b], y derivable en |a,b[ y
f(a) = f(b), entonces existe ¢ € ]a, b[ tal que f'(c) = 0.

b) [4 puntos| Determine el valor de a para el cual la funcién f satisface las hip6tesis del Teorema
de Rolle y determine el valor de ¢ € |a, 0] donde se garantiza este teorema.

Solucioén:

Note que la funcion dada f es continua y derivable en R ya que corresponde a una funcién
polinomial, particularmente, es continua en [a,0] y derivable en |a, 0[, con a < 0.

Ademas, para cumplir el Teorema de Rolle se requiere que f(0) = f(a), esto es

f(0)=f(a) = 3=-a’+4a+3
— 0=—-d’+4a
— 0=a(4—ad*)
= a=0 o a=%2
Pero, como a < 0 se tiene que las hipdtesis del teorema se cumplen para a = —2, entonces

existe ¢ € |—2,0[ tal que

ya que ¢ € |—2,0[



6. Calcule, si existen, los siguientes limites.

, 1 z+1
a) [5 puntos] ng}) (; ~ >

Solucion:
1
im (L -2 ) L FL oo
2—0 ZQ Z2€Z
P21
_lim &% —FIL Y
20 22e? 0
)7 e —1 0

im —
20 2ze% + 22e?

62

im 5
z—0 2e% + 2ze? + 2ze? + z%e*

N |



b) [7 puntos] lim_ (cosw)® ™2

us
w— G

Solucion:

lim (cosw)” 2 ~» F.I: 00

Se analizara el limite lim

T —
’LU*)2

(w = g) In (cosw):

lim (w = g) In(cosw) ~» FI.0-
w—>g_
S L) R
i (w=9) @
1
- —senw
LH e cosw
m™— e -2
E (=)
senw (w — Z 0
= lim ( 2) ~ BF.I =
w—T" cos w 0
2
y cosw (w—Z)" + 2senw (w — Z
L:H h'm ( 2) ( 2)
wagf —senw
=0

Por lo tanto,

lim (cosw)" ™2

™ —
w~>2

lim 6(wfg)ln(cosw) _ 60 =1

T —
’ll)—>2



7. [4 puntos] Considere la funcién f definida por f(x) = z* + ax + b, con a y b constantes reales
no nulas. Determine los valores de a y b tales que f(1) = 3 sea un valor extremo de f en [0,2].
Indique si este valor corresponde a un maximo o un minimo.

Solucion:

Como se cumple que

f1)=3 = 1+a+b=3
— a+b=2 (%)

Ademas, como en x = 1 se alcanza un valor extremo de la funcién f se cumple que
f(1)=0 con f'(z) =42*+a

Es decir,
4+a=0=a=—-4 ()

Sustituyendo (**) en (*) se obtiene

—4+b=2=b=6

Asi, la funcién que cumple las condiciones tiene por criterio f(z) = z* — 4z + 6, y para clasificar
el valor extremo se tiene:

f(0) =6
f(1) =3 — es un valor minimo
f(2) =14



8. Considere la funcién ¢ : R — {0} — R definida por g(z) = 3z + e+

a) [2 puntos] Calcule lim 9(x)

r—400 €T

Solucion:
—2
T 3z +e= 1
TGN TN e KM PR S S
r—>+0 r—>—+00 X T—>—+00 Tez

b) [2 puntos| Justifique si la grafica de la funcién g tiene o no asintota oblicua en +o0
Solucion:
lim (g(z) —3z) = lim e =1

x— 400 r——+0

Como el limite anterior existe, se concluye que la funciéon g presenta una asintota oblicua en
+0o0
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9. Considere la funcién f : R — R y la gréfica adjunta correspondiente a la primera derivada de
esta funcion:

by y = f'(x)

1.3

De acuerdo con la grafica anterior, determine:

a) [1 punto] Los valores de  donde f alcanza extremos relativos (indique si son méximos o
minimos relativos).

Solucion:

» Fnox=—-1,2=1y 2 =2 se alcanzan minimos relativos

» Fnz =0y 2z = 1.3 se alcanzan maximos relativos
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b)

[2 puntos] Los intervalos donde f es decreciente. Justifique su respuesta.

Solucion:

Para determinar dénde la funcién f es decreciente se debe analizar dénde la funcién f’ es
negativa.
Es decir, f es decreciente en los intervalos: |—oo, —1[, ]0, 1] y ]1.3,2[

[2 puntos] Los intervalos donde f es céncava hacia arriba. Justifique su respuesta.

Solucién:

Para que la funcién f sea céncava hacia arriba se requiere que f” sea positiva; por otro lado
como f” es la primera derivada de la funcién f’ es suficiente para analizar el signo de la
segunda derivada de f analizar cuando f’ es creciente.

Es decir, la funcién f es céncava hacia arriba en |—o0, —0.5[, ]0.5,1.3[ y ]1.3, 400

[1 punto| Los valores de x donde f posee puntos de inflexién.

Solucién: Tiene puntos de inflexiéon en z = —0.5y z = 0.5
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10. [4 puntos] A continuacion se presenta un cuadro de variacién con informacién acerca de la primera
y segunda derivada de una funcién f, f : R — {0} - R:

f + + + — —

f/l _ + _ — —+

Ademas, de los siguientes datos:

w lim f(z) = HI(I)1+ f(z) = —0 = Tiene como extremo relativo al punto (2, 3)
Tr—>—00 Tr—

- lim f(r) = -2 = f(=2)=f(1)=0

i = —
lim f(z) = +o0 = f(3)=-1

De acuerdo con la informacién anterior, trace una posible grafica de f.

Solucion:

[
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11. [5 puntos] Plantee y resuelva el siguiente problema:
Un tanque tiene forma de pirdmide con base cuadrada y vértice hacia abajo (como se observa en la
figura), el lado de la base es 4 metros y la altura es 12 metros. Si se bombea agua hacia el tanque

a razén de — m? por segundo. ;A qué tasa aumenta la altura del agua cuando dicha altura tiene

/

2 metros de profundidad?

Solucion:

l: lado de la base de la piramide formada por el agua, la cual varia en el tiempo t¢.
h: altura de la piramide formada por el agua, la cual varia en el tiempo ¢.

V: volumen de la piramide formada por el agua, la cual varia en el tiempo t¢.

La ecuacién que modela el problema es
2 h
(*)

V =
3

Ademas, de la figura dada se pueden construir dos triangulos rectangulos semejantes:

14
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Figura 1. Figura 2.

De la Figura 2 se tiene que AABE ~ ADCFE, ya que ambos triangulos tienen un angulo recto y
comparten el angulo del vértice E, entonces

=
>

> )
M~

Luego, sustituyendo (**) en (*) se tiene:
_ I?-h h_3 (>|<>x<>|<)

3 27

Derivando respecto al tiempo ¢ la ecuacién (***) se obtiene:

K = 1 h? . @
a9 dt
Ahora, para determinar la tasa a la que cambia la altura cuando h = 2 y — = = se tiene:

it~ 3
2 4 dh __dh 3

= - = — =
3 9 dt a2

3
R/ La altura del agua estd aumentando a una tasa de = m/s.
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