INsTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA

MEM
Matematica para |2 ia Media

Calculo .
Tercer examen parcial

TIEMPO MAXIMO DISPONIBLE: 3 HORAS
SABADO 09 DE SETIEMBRE DE 2023 VALOR: 45 PUNTOS

Instrucciones Generales:

1. Lea cuidadosamente cada instruccién y pregunta antes de contestar.

2. Esta es una prueba de desarrollo por lo que deben aparecer, de manera clara y ordenada, todos los
procedimientos que justifiquen correctamente la solucién y la respuesta de cada uno de los items.

3. Escriba con boligrafo de tinta indeleble azul o negra.No proceden reclamos sobre pruebas escri-
tas con lapiz o que presenten alguna alteracion. Si algtin procedimiento esta desordenado, no se
calificara.

4. El trabajo durante la prueba debe ser individual. No se permite el uso de apuntes, teléfono celular
ni otros dispositivos electronicos. Ante un intento de fraude la persona aplicadora de la prueba le
llamara la atencién una unica vez y de persistir la conducta le retirara la prueba y se asignard 0
como calificacion.

5. El examen debe ser resuelto en los documentos que se brindan para tal efecto. No se permite el
uso de hojas adicionales ni el intercambio de materiales (lapiz, borrador, lapiceros, etc).

6. Puede utilizar calculadora cientifica no programable.

Nombre completo:

Cédigo de MATEM:

Nombre del Colegio:



DESARROLLO. Valor: 45 puntos.
INSTRUCCIONES: Resuelva cada uno de los items planteados de forma clara, completa y ordenada.
Debe indicar todo el procedimiento que justifique la respuesta.

1. Calcule las siguientes integrales:

Solucién:
222 + 1

d (*)
A (22 + Inx)?

tome la sustitucién v = 22 + Inx

1

= du = (Q:E + ) dx
T
2/.2 1

= du = ( . )d:l:

T

Para la integral dada f
x

Luego, la integral (*) se convierte en

1

= Ju‘3/4du

= 4ut + C
=4 (2* + ln:z:)l/4 +C
b) [4 puntos] f4:c3 (227 + 9)9 dx
Solucidn:
Reescriba la integral dada f4x3 (22° + 9)9 dr = Jx2 (22° + 9)9 ~dxdx (%)

tome la sustitucién v = 222 + 9
u—9

2

=2 y du=4xdr

Luego, la integral (*) se convierte en

f = 9u9du
2




[5 puntos] fsec2 0 (1 + sen 6)” df
Solucidn:

Jsec2 0 (1 + sen )’ df

~

— | (sec + secf - sen ) df

r

= | (secO + tan 6)* o

r

1 /ult 9yl 122 +9" 9222+ 9"
:_<u__U_)+ :§<(x )T 9@+ 97 |

.
= (sec2 0 + 2secftan 6 + tan> 9) df

= (secQG—i— 2secftanf + sec’ 6 — 1) df

J
=2tanf + 2secld — 0+ C

2¢+ 5
s
2+ 4

[3 puntos] J

Solucion:

J2x+5d
2+ 4 v

_J 2z N ) d
B 2 +4 2244 v
2x 5
_Jx2+4dx+fx2+4dm

Para determinar f

2+

obtiene
2z
d fr—

JxQ +4 .

Asi,
2x +5
d
JxQ +4 *

=In(z? +4) + garctan (g) +C

4da: se utiliza la sustitucién v = 2% + 4 = du = 2zdx por lo que se

1
f—du=ln|u|+01=1n(x2+4)+C’1
u



2. [4 puntos] Sea f una funcién cuya grafica se muestra en la Figura 2. Si se sabe que f

3
Calcule el valor de J xf(2?)dx.

1

AY

1

3

O

Figura 2. Gréfica de la funciéon f

Solucion:

3
Para la integral J v f(2%)dx (*)
1

L 1
tome la sustitucion u = 2 = du = 2xdr = §du = xdx

Por lo que la integral (*) se convierte en

L i % F(u)du

3

Asi, se tiene que f vf(2%)dr = —4
1

3. [6 puntos] Determine el criterio de una funcién h tal que

Solucion:

=23y h(0) = 1.

>c
||~
—~
S |~
~

flz)de = —4



Para determinar el criterio de la funcion h, se integrard en ambos lados de la igualdad respecto a
x:

hl(x) — | Bdr («
| = |2 @

Trabajando la integral de la izquierda por medio de la sustitucién v = h(z) = du = h'(x)dx se
tiene

W@ [,
mdm = f\/ﬂd

= 2\/64- Ch
= 24/h(z)+ Cy

Asi, la igualdad dada en (*) se convierte en

4
2 /h(z) = % +C
Como se cumple que h(0) = 1, entonces se tiene

24/h(0)=C=2=C

Por lo que el criterio de la funcién A corresponde a

b 2 2
b*—a
. [5 puntos| Mediante sumas de Riemann verifique que J rdr = 7

Solucion:

Realizando una particiéon uniforme, en n subintervalos, se tiene que la longitud de cada uno viene

dado por A, = b-a

. Ademss, sea f(r) =x

Luego, utilizando los extremos derechos de cada subintervalo se tiene

b n
| e =t Y 1f @y

a =1

donde,
b—a

n

ri=a+1A,=a+1-



con

Asi,

o v . b—a\ b—a
din 078 = i (e 250)

1=1 =1

_ o 0T [ n(n—i—l).b—a]
n—+o N 2 n

B n(n+1)

- nl—l}}rloo (b—a) la +t 5 (b— a)]

b 62 _ a2
Por tanto, se verifica que J rdr = 5

a

. [4 puntos] Determine la funcién g(z) y todos los valores de a, a € R, tales que

f gt)ydt = —2* —2 +6

X
Solucion:

Para determinar la funcién g(x) que cumple

Jag(t)dt = 22— 246 (%

T

(¢ T

g@ﬁz—fg@ﬁwﬂ

Primero se debe recordar que f
a

T

Luego, se sustituye (**) en (*) y se deriva respecto a x en ambos lados de la igualdad obteniendo:

% (— f g(t)dt) _ % (=22 — 2 +6)

= —g(z) = —2zx-1

=g(zr) = 2v+1



Ahora para determinar el valor o los valores de ¢ se resuelve la integral siguiente

J 2t+1)dt = 2+t

T

= -—2?—1r+4+6 = d+a—2*—1x
=6 = d*+a
=0 = a*+a—6
=a=-3 o0 a=2

6. [5 puntos] Calcule el drea de la regién sombreada que se muestra en la Figura 3, limitada por la
curvas

fl)=avli—a® vy g(x)=x

Figura 3.

Solucion:

Se debe determinar las intersecciones entre las curvas f(z) y g(z), es decir:

f(z) = g(z)
1
= xy/1—2%2 = 3%
1
w(ﬁ_ﬂ_§> _ 0
1
=x=0 o \/1—952—5:0
1
=12=0 o \/1—1‘225
=1=0 1 L_
T = 0 4—3:
3
=z=0 o ifzx



El drea A de la regiéon sombreada corresponde a:
e

0 1 el 1
A=J —r—aV1—x? dl’-i—f V1 —22 — -z |dx
A 2 0 2
Por otro lado,
3 1— 22)?
f(x\/l—ﬂ)dx:j—quuz—%—i-C’:—%—FC
mediante la sustitucién v1 — 22 = u = 1 — 22 = u? = xdr = —udu
Luego,
ALl (1—a?) N (1—a?)® 1 5,5 5
4" 3 3 Tl TweTs T
v 0

5
Por tanto, la regién sombreada tiene el valor de ﬂ(ul)2
. [7 puntos] Considere la pardbola de ecuacién y = 3 — x?. Determine el punto P del primer

cuadrante tal que la recta tangente a la parabola en dicho punto forma con los ejes coordenados
un tridngulo de drea minima (ver Figura 1.).

P(a,b)

/ W~

Figura 1.

Solucién:
Funcion a optimizar: Area del triangulo

Para esto note que el punto P(a,b) es un punto de la pardbola, es decir, b = 3 — a?. (*)



Como se requiere informacién del triangulo que forma la recta tangente con los ejes coordenados,
es necesario determinar la ecuacién de dicha recta: y — b = mr (v — a) (**)

Para encontrar mp se sigue el siguiente proceso:

!

y' = —2x, evaluando en x = a se tiene mp = —2a  (**¥)

Sustituyendo (*) y (**%*) en (**) se tiene que la ecuacién de la recta tangente estd dada por

y—3+a*=—2a(x—a)

Ahora la interseccién con el eje X de la recta tangente coincide con la base del tridngulo y la
interseccion con el eje Y corresponde a la altura de dicha figura, por lo que se deben determinar
ambas intersecciones:

Interseccion eje X:
—3+a*=—2a(xr—a)
= —3 +a? = —2az + 2a?
3+ a?
=
2a

=T

Interseccion eje Y:
y—3+a’=2a>=y=0a>+3
3+a?

Asi, la Funcién a optimizar es A(a) = 2a 5 l = ., Dy = ]0, \/§[
a

Se debe determinar la primera derivada para A(a):
2(a? +3) - 2a - 4a — 4 (a2 + 3)°
16a?

16a* + 48a2 — 4a* — 24a® — 36
16a2

12a* + 24a® — 36
16a2

A(a) =

Buscando los valores criticos:
A'(a) =0

12a* + 24a® — 36
= =

16a2 0

=a'+2d>-3=0



= (a®>+3)(a—1)(a+1)=0
=q=*+1

Luego, por el dominio de la funcién se tiene que

a =1 es el unico valor critico

Ahora se debe verificar que A(a) alcanza un minimo en a = 1, para esto se usard el criterio de la
segunda derivada:
~ 16a” (48a® + 48a) — 32a (124" + 24a® — 36)

A'a) 16%a*

= A"(1) >0

(La clasificacién del valor minimo también puede realizarse mediante el estudio de signos de la
primera derivada de la funcién A(a)).

Por lo tanto, A(a) alcanza un drea minima cuando a = 1, asi el punto buscado corresponde a
P(1,2).

10



